CLASA a ll-a

1. Fie n un numir natural nenul si A, B € M,(C) astfel incat A% = I,,, B?> = 2I, si
AB = BA. Aratati ca, daca a, b sunt numere intregi, nu ambele nule, atunci matricea aA + bB
este inversabila.
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Solutie. Fie C' = aA + bB. Atunci (C' — aA)? = 201, deci C? — 2aAC = (20* — a?)I,...3p
Egalitatea 20> —a® = 0, cu a,b € Z este posibila doar daci a =b=0................... 2p
Deducem astfel det C'det(C' — 2A) # 0, de unde concluzia....................ooo. 2p

2. Fie ABC un triunghi in plan, avand varfurile de coordonatele intregi, aria S si care
verifica relatia (AB + AC)? < 85 + 1. Aritati cd triunghiul ABC este dreptunghic isoscel.
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Solutie. Avem (AB + AC)? = AB? + AC? + 2AB - AC > AB? + AC? + 4S8 iar numerele
AB? + AC? + 4S5 i 8S + 1 sunt intregi, deci AB? + AC? +4S <85S ...................... 3p
Rezultda AB? + AC? < 45 < 2AB-AC,deunde AB=AC ............................. 2p
In plus, ipoteza duce la 25 > AB - AC, ceea ce implica sin A > 1, de unde A =7m/2..... 2p
: 3 2 : : .. .
3. Fie A = 43 ) si d,, cel mai mare divizor comun al elementelor matricei A™ — I.
Aratati ca lim d,, = oo.
n—oo

k%

Solutie. Avem Am = ( & 0o 2
olufre. Ave T ah, a, ) P
Apoi a? — 202 = (det A)" =1, deci (anp — 1)(an +1) =202 ..o 2p
Cum (a, — 1,a, + 1) este 1 sau 2, deducem ca a,, — 1 sau (a,, — 1)/2 este un patrat perfect
Pn §i Pulan — 1, pp|byp. Cum lim a,, = 00, reiese im p, = 00.. ..o 3p
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4. Vom spune ca un sir (z,)nen este de tip zero plus daca are termeni strict pozitivi si limita
0.
a) Aratati ca, daca sirul (z,).en este de tip zero plus si f : N — N este o functie bijectiva,
atunci sirul (¢, )nen are limita 0.
b) Aratati ca, daca girul (x,),en este de tip zero plus, f : N — N este o functie bijectiva, iar
L f(n)

sirul (Y, )nen dat de y,, = are limita, atunci sirul (y,)nen are limita 1.
L
¢) Dati un exemplu de sir (z,),en de tip zero plus si de functie bijectiva f : N — N, astfel
Trmn) o RV TR,
incat sirul (y,)nen dat de y,, = ™) 65 nu aibi limiti.
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Solutie. a) In afara oricirei vecinatati a lui 0 se afld acelagi numar de termeni ai girului z(,)
ca ai girului x,, deci un numar finit........ .. .. . . 2p
b) Cu rationamentul de mai sus, este suficient sa aratam ca y,,) — 1 pentru o bijectie
u : N — N. Definim v astfel incat (2,(n))nen sa fie descrescator. Avem urmatoarea lema.
Lema. Daci ¢ : N — N este o bijectie, atunci multimile A = {n € N | ¢(n) > n} si
B ={n €N | p(n) < n} sunt infinite.

Intr-adevar, daci am avea A = {ni,...,n;} si m > o(n;), i = 1,k, atunci multimea cu
m+ 1 elemente distincte {¢(0),...,p(m)} ar fi inclusa in multimea {0, ..., m —1} — imposibil.
Analog reiese ca presupunerea ca B este multime finita duce la o contradictie. 0

Folosind lema deducem ca girul (1u(m))nen are un subsir cu termeni > 1 (pentru indicii la care
u(f(n)) = n) si un subsir cu termeni < 1 (pentru u(f(n)) < n), de unde concluzia. . ....... 3p

c) Daca x, = on si f(n) = n+ 1 daca n este par, f(n) = n — 1 daca n este impar, atunci
Tf(n : 1 : o
I este alternativ 2 i 3 deci nu are limita.......... . 2p
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